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GRAF TANIMI, TARIHCESI VE BAZI
UYGULAMALARI

Graf Tanim

Once graf kavramini sezgisel olarak kisaca taniyacagiz.
Asagidaki dort sekli inceleyelim.

[k sekilde A, B, C, D, E ve F sehirlerini birbirine baglayan
yollar, ikincide bir elektrik devresi, ticiinciide bir avukatin
giin boyu ziyaret ettigi evi, adliye, baro, cezaevi, durusma
salonu ve fithess merkezi arasindaki ge¢is yollari,

sonuncuda ise alt1 kisinin birbirini taniyip tanimadiklarini
gosteren iliskiler birer ¢izgi ile gosterilmistir.



Ornegin son sekilde Akif, Bedri ile Fatma’y: tanimakta;
ancak Eylem, Can ve Dicle’yi tanimamaktadir.

Sekil 1:
Kesisen yollar

]

Sekil 2:
Bir elektrik devresi




Fitness
Merkezi

Ev Durusma
Salonu

TLLL ALEIEE
FRRRANA

Cezaevi

Fatma

Sekil 4: Tamisikhiklar

Sekil 3: Bir avukatin
giinlik rotasi

Dicle

Bedri



Bu dort seklin her biri farkli olaylara karsilik gelmekle
birlikte tiimii matematiksel olarak adina graf diyecegimiz,
nokta ve c¢izgilerden olusan bir diyagramla temsil
edilebilir, bkz. Sekil 5:

F E D
&
>
A B C

Sekil 5: Ilk dort sekildeki olaylarin graf gosterimi

Boyle bir graf temsilinde A, B, C, D, E ve F ile isaretlenen
noktalara koseler, bunlan birlestiren ¢izgilere de Kenarlar

adin1 verecegiz.




e

Birer kiime ile gosterecek olursak koselerin ve kenarlarin
ktimesi

V={A B,C,D,E,F}
E={AB, BC, BD, BE, CD, CE, DE, EF, FA}
seklindedr.

Tahmin edilecegi gibi Sekil 5’te verilen graf, ilk dort
sekildeki olaylar disinda da birgok olayr modellemede
kullanilabalir.

Ornegin; bu graf, A, B, C, D, E ve F kuliiplerinin katildig1
bir turnuvadaki miicadeleleri temsil ediyorsa bu ligde A

takimi B ve F takimlanyla, C takimi ise B, D ve E
takimlariyla karsilasacak demektir.

O halde bir graf soyut anlamda belli sayida noktanin
birbirleriyle nasil birlestirildigini gosteren bir temsilden
bagka bir sey degildir.



=

Burada noktalarin biiyiikliikleri onemli degildir. Sadece
hangi noktalarin hangi noktalarla birlestirildigi 6nemlidir.

Yani bir graf aslinda noktalar arasindaki iliskileri belirtir.
Bu 6zelligi ile bir graf bir sehrin metro haritasina benzer.

Karayollar1 haritalarindan farkli olarak bir metro
haritasinda tiim duraklar birer nokta ile (bazen kiigiik bir
cember veya elips ile) duraklar arasindaki metro hatlar1 da
cesitli renklerdeki ve kalinhiklardaki ¢izgilerle gosterilir.

Duraklar arasindaki mesafeler gercegi yansitmaz.

Haritada esit uzakliktaki duraklar arasinda, gercekte cok
farkli mesafeler olabilir (bkz. Sekil 6 ve 7).
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» Sekil 6: Istanbul Metrosu
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Sekil 7: Londra Metrosu



Bir grafi, farkli sekillerde ¢izmek miimkiindiir.

Ornegin; yukarida belirttigimiz ve kesisiyor gériinmeleri
sebebiyle karisikliga sebep olabilecek BD ve CE
kenarlarini kesistirmemek de miimkiindiir:
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Sekil 8: Sekil 5’e farkh bir bakis

Diiz olmayan CE kenar1 hosumuza gitmediyse aymi grafi
Sekil 9°daki gibi de cizebiliriz.



Sekil 9: Sekil 5’e farkh bir bakis daha

[k bakista farkli goriinseler de Sekil 5, 8 ve 9’daki graflan
ayni kabul edecegiz.

Genelde de iki grafin birisinde birlestirilmis olan kose
IKilileri digerinde de birlestirilmigse bu graflarin ayni
graflar olacag: agiktur.

Bu da kenar ve kose sayisi arttikca karmasiklasan bir
problemi karsimiza ¢ikarir: Cok farkli goriinen iki grafin
ayni olup olmadigini nasil belirleriz?



Ornegin; tesisat problemi olarak da bilinen énemli bir
problemde K, L, M ile gosterecegimiz ili¢ eve baglantilar
birbirini engellemeyecek (kesmeyecek) sekilde su, elektrik

ve dogalgaz (N, O, P) tesisatlarin1 baglamak istedigimizde
Sekil 10 ve 11°deki graflar elde edilir.

I’ O N

K L M

Sekil 10: Tesisat problemi
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Sekil 11: Tesisat problemine farkh bir bakis

Dikkatlice incelersek bu iki grafin da ayn1 oldugunu fark

ederiz.
Benzer sekilde Sekil 12 ve Sekil 13’deki iki graf da, i1lk
bakista oldukca farkli durmakla birlikte ayn1 graftir:



Sekil 13: Petersen grafinin farkh bir gortinumi



Graf teoride, boyle graflar i¢cin es yapili anlamina gelen
“1zomorfik™ kavram kullanilir.

Graflarin bircogunda komsu iki kose sadece bir tek kenarla
birlestirilir. Benzer sekilde bir kenarin iki kosesi de
genelde birbirinden farklidir.

Daha fazla ilerlemeden 6nce zaman zaman karsimiza
cikacak olan bazi istisnai durumlar ele alalim.

Bunun igin iki 6zel kenar ¢esidini tanimlayacagiz.

G grafinin bir e kenarmin her iIki ucu da aynm v kosesi Ise
bu kenara v kosesinde bir dongii ya da kisaca bir dongii

(veya ilmek) denilir.



G grafinin komsu IKi u ve v kosesi birden fazla kenar ile
birlestiriliyorsa bu kenarlara c¢oklu (paralel) kenarlar
denilir. Coklu kenarlar bulunduran bir grafa ¢coklu graf adi
verilir.

Sekil 14°de el kenar bir dongii, e, ve e, kenarlari ise ¢oklu
kenarlardir. e

Sekil 14: Coklu kenarlar ve
dongu




En az bir ¢oklu kenara ve/veya dongiiye sahip olan bir
grafa grafimsi adi verilir. Herhangi bir kosede birden fazla

dongii yer alabilir.
Sekil 15°de M, ve M, ¢oklu graflar olup dort sekil de birer
grafimsidir.

: 2
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Sekil 15: Coklu graf ve grafimsilar



Bizim inceledigimiz graflar sonlu, yonli olmayan, coklu
kenar ve dongli icermeyen graflar olup boyle graflara
basit graf denir.

Bazi olaylar, graflar yardimiyla temsilde, simdiye kadar
cizdigimiz graflardan farkli olarak kenarlarinda oklar
bulunan graflar ile gosterilir.

Bu tiir graflar, iki kose arasindaki iliskinin tek tarafli veya
karsilikl1 oldugu, kisacasi aradaki iliskinin yoniiniin 6nemli
oldugu orneklerde kullanilir.

Ornegin; trafigin bir yonde aktig1 tek yénlii bir yol, farkl
sayilarin blyiiklik siralamasi, kisilerin birbirini sevmesi
gibi, bkz. Sekil 16.



A B
Sekil 16: Yonlu kenarlar

Bu tiir graflar 6zel bir graf tipi olusturmaktadir:

V bir kose kiimesi olsun. Buraya kadar olan kisimda
kenarlar, koselerin sirali olmayan ikilileriydi.

Farkli olarak simdi E kiimesini V’deki farkli koselerin
siral Ikililerinden olusturalim.

Bu durumda E kiimesinin elemanlarmma yonlii kenarlar
denilir.

(u, v) ikilisi bir yonlii kenar ise bu durum uv kenari tizerine
u’dan v’ye yonelmis bir ok konularak gosterilir.



P

Kenarlar1 yonli kenarlar olan graflara yonlii graf adini
verecegiz, bkz. Sekil 16. Baz1 yonli graflarda hem (u, v)
hem de (v, u) kenar1 bulunabilir.

Sekil 16’daki AB kenar1 gibi.

(u, v) bir yonli kenar ise nadiren de olsa u kosesi v’'ye
komsudur ve benzer sekilde v kosesi u’dan komsudur
vurgusunu yaparak kenarin yoniinii belirtecegiz, u ve v
koselerine yonsiiz graflarda oldugu gibi (u, v) kenarina
bitisiktir de denir.

Sekil 17: Yonlu
graflar




[sim olarak yénlii grafa cok benzeyen bir graf tiirii daha
mevcuttur.

Bir yonlii grafta farkli u ve v koselerinin olusturdugu her
bir kose ikilisi i¢in (u, v) ve (v, u) kenarlarindan sadece
birisi yonli bir kenar ise bu yonlii grafa aymi zamanda
yonlendirilmis graf ad: verilir.

Yani bir yonlendirilmis D grafi, bir G grafinin her bir
kenarina tek tarafli bir yon vermekle elde edilecektir.

Sekil 17°deki D, ve D, graflar1 yonlii graflara ornektir,
ancak D, yonlendirilmis bir graf olsa da D, yonlendirilmis
bir graf degildir.

Yonli graflar disinda zaman zaman karsilasilan bazi1 graf
tipleri daha mevcuttur.



Bunlardan en yaygin olan iki tanesi coklu graflar ve
grafimsilardir. Simdi bu iki kavrami tanimlayalim:

Buraya kadar ele aldigimiz graflar arasinda Sekil
15’dekilerin ¢izilmesinde digerlerine gore bir farklilik
oldugu dikkatinizi ¢ekmis olmalidr.

Bu sekildeki graflarin kdselerine isimlendirme yapmadik.

Sekil |, 2, 3 ve 4’e baktigimizda bu dort olaydaki kdselerin
farkli oldugunu gortriiz.

Ancak graf dilinde kose ve kenar sayilart ayni olan bu
graflar daha once de kisaca agikladigimiz gibi bir anlamda
aynidirlar.

Koselerin Isimlerini vurgulamamizin 6nemi olmadiginda
Sekil 5’teki grafi Sekil 18°deki gibi de ¢izebiliriz:



L3
Sekil 18: Sekil S’teki grafin etiketlenmemis hali

Koselerin isimlendirildigi graflara etiketlenmis graf; Sekil
15 ve 18°deki gibi koseleri isimlendirilmemis graflara da
etiketlenmemis graf ad: verilir.

Buraya kadar olan kisimda sezgisel olarak grafin ne
oldugunu anlamaya calistik.

Birbiriyle hi¢ alakasi1 yokmus gibi goriinen bir¢cok olayin
aym graf ile temsil edilebilecegini gordiik.



» Aslinda burada graflarin aslinda gercek hayattaki olaylarin
matematiksel modelleri olduklar1 ve bu modellerin
matematigin c¢esitli alanlarinda var olan teoriler yardimiyla
calisilmasiyla elde edecegimiz matematiksel deger ve
sonu¢lardan faydalanarak graflarin temsil ettigi gercek
olaylara iliskin fikir yiiriitebilecegimiz olacaktur.

Kolay anlasilir ve olduk¢a o©nemli bir 6rnek vermek
istedigimizde ilk akla gelecek olanlardan biri Kimyasal Graf
Teorisidir.

Bu teori, bir molekiiliin sahip oldugu 6zellikler: laboratuar
ortaminda oldukca vakit alici, hataya ac¢ik ve masrafh
yontemlerle calismak yerine bu molekiile karsilik gelen
“molekiiler” grafin matematiksel 6zelliklerini ¢alismamizin
yeterli oldugu fikrine dayal olarak gelismistir.



Graflarin Tarihcesi

Neredeyse tiim Graf Teori kitaplarinin girisinde bu teorinin
Ilk 6rnegi olarak Konigsberg kopriileri problemi verilir.

Ancak bilinen ilk graf 6rnekleri Pisagor okuluna kadar geri
gitmektedir (M. O. 300).

Pisagorcular, ileride teknik olarak regiiler, diizgiin ya da
kurall1 olarak adlandiracagimiz bir 6zellige sahip tiim ii¢
boyutlu  cisimlerin  sadece 5 tane  oldugunu
gozlemlemislerdir.

Daha sonra Plato (Eflatun) ve 6grencilerinin detayli bir
sekilde calistig1 bu cisimlere Platonik cisimler adi verilir.
Sekil 19°da bes Platonik cisim goértilmektedir:




Sekil 19: Platonik cisimlerin 3 boyutlu gorunumii

Bu cisimlere sirasiyla diizgiin dort yiizlii, diizgiin alti
yiizlii veya Kiip, diizgiin sekiz yiizlii, diizgiin onikKi viizlii
ve diizgiin yirmi viizlii adi verilmektedir.

Bu bes adet tic boyutlu cismi kenarlarini kesistirmeden IKi
boyutlu olarak da ¢cizmek miimkiindiir.




Sezgisel olarak ii¢ boyutlu bir cismin regiiler olmasi, tim
kdse ve yiizlerinin birbirine benzemesidir.

Daha acik ifade etmek gerekirse, regiiler bir sekilin her bir
kosesinde esit sayida kenar bulunur ve kenarlarin
birlesmesiyle olusan yiizlerden her birisi esit sayida kenara
sahiptir.

Ornegin, kiip bir ii¢ boyutlu regiiler cisimdir. Ciinkii her
bir kosede 3 kenar (ve 3 yiiz) bulusmakta ve kiiptin her bir
ylizl diizgiin dortgenlerden (karelerden) olusmaktadir.



e

Platonik cisimlerden sonra {izerinde sistematik olarak
calisilan ve yaymlanan ilk bilinen 6rnek, Isvegli
matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783)’in 1736’da
yayimladigr “Konigsberg’in Yedi Kopriisi” adli calismaya
adin1 veren koprii problemidir.

Bu calismanin girisinde Euler, problemi su sekilde
tanimlar:

Prusya (buglinkii Beyaz Rusya)’daki Konigsberg (bugtinkii
Kaliningrad) kasabasindan gecen Pregel nehri iki dala

ayrilarak Kneiphof adasinin Iki tarafindan ge¢mektedir
(bkz. Sekil 21).

Nehir iizerine yedi adet a, b, c, d, e, f ve g kopriileri insa
edilmistir.



_— __j

—Problem, bir kisinin bir noktadan yiirtiylise baslayip tiim

kopriilerden birer kez gecerek basladig:r noktaya geri doniip
donemeyecegini incelemektedir.

Bir¢cok kaynaga gore Konigsberg halki, boyle bir gezinin

mimkiin olup olmadigini arastlrlrken ayni zamanda

egleniyorlardi.
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Sekil 21: Konigsberg
kopruleri




P

Harita ilizerinde ¢izili olan Konigsberg kentini olusturan
dort kara parcasim ve yedi kopriyi graf dilinde Sekil
22’°deki gibi gosterebiliriz:

C

Sekil 22: Konigsberg kopri
probleminin graf gosterimi

Euler, o zamanlar Konigsberg halki i¢in eglenceli bir oyun
olan bu problemi genellestirmis ve hangi hallerde boyle bir
yolun bulunabilecegini belirlemistir.



Ozel olarak, bir Konigsberg vatandasi ne yaparsa yapsin
her bir kopriiden birer kez gecerek basladigi noktaya
donemez.

Graflarin ge¢cmis ve 1yl bilinen uygulamalarindan bir
digeri, muhtemelen dort renk problemidir. 1852 yilinda
Francis Guthrie, tiim haritalarin, komsu tilkeler ayn1 renkle
boyanmayacak sekilde dort renk ile boyanabilecegini iddia
ettl.

Guthrie, meshur Irlandali matematikci Sir William Rowan
Hamilton’un 06grencisiydi ve Hamilton bu problemi
Augustus de Morgan’a bir mektupla sordu.

Boylece haritacilarin pratikte bildigi ve uyguladigi bu
ozelligin matematiksel ispatina yonelik calismalar baslamis
oldu.



Probleme 1iliskin ilk basili referans 1878’de Cayley
tarafindan yazilmisti. Kempe 1879 da bir ispat
yaymlandiktan sonra bir siire problem ¢ozildi diye
diistiniildii.

Ancak 1890’da Heawood, ispatta bir eksiklik tespit etti ve
problemin, biraz daha zayif hali olan “her haritanin bes
renk ile boyanabilecegi” iddiasini ispatlamay1 basardi.

Bu durum ¢ok ge¢meden diger matematik¢ilerin probleme
istahin1 tekrar kabartti.

Matematik tarihinde en uzun siire ispatlanamayan teorem
olan Fermat’min son teoremine, ifade edilisinin basit,
ispatininsa zor olmasiyla benzeyen dort renk problemi;



1976’da Appel ve Haken tarafindan bir algoritma
kullanilarak Ispatlanana kadar ¢ok sayida denemeye sahne
oldu ve bu da dort renk problemini, matematigin ispati1 en
uzun siiren IKinci teoremi yaptu.

1922°de bir baska ciddi deneme, Birkhoff tarafindan ortaya
konuldu ve buna dayali olarak Franklin, dort renk
problemini en ¢ok 25 bolge bulunduran tiim haritalar i¢in
ispatladi.

Birkhoff’un calismalari, daha bircok ciddi adimin
atilmasim sagladi. Bunlar arasinda en onemlisi 1969°da
Heesch tarafindan ortaya konulan sonuclardir.

Appel ve Haken’in Heesch’in calismalarina dayali olan
ispat1, ciddi anlamda bilgisayar kullanimi gerektiriyordu ve
olas1 1476 harita tiiriiniin analiz edilmesine dayaliydi.



Matematikte ¢ok sayida kabul gérmiis ispat metodu vardir
ve bilgisayarla ispat bunlardan birisi degildir.

Bu nedenle Appel ve Haken’in ispatin1 pek ¢oklan gergek
bir ispat olarak gormedi. Ciinkii bilgisayarla yapilan
islemlerin elle de dogrulanmas1 gerekiyordu ve bu
miimkiin degildi.

Dort renk probleminin Appel ve Haken tarafindan yapilana
benzer, fakat cok daha kisa olan yine bilgisayar destekli bir
bagka ispat1 1995’de Robertson, Sanders, Seymour ve
Thomas tarafindan yapildi.

Bu dort renk probleminin detaylar1 igin literatiire
bakilabilir.

Graf Teorinin tarithine imza atan bu ti¢ problemin yanisira
daha bircok problem mevcuttur.



Bunlar arasinda  pazarlamaci  problemi, labirent
problemleri, tesisat problemi, network problemleri, el
stkisma problemi, atli tur problemi, el kaldirmadan
cizilebilme problemi, dort kiip problemi, postaci problemi
sayilabilir.

Bu problemlerden bazilarinin ¢6ziimlerine iliskin kisa
bilgiler verecegiz.
Graf Uygulamalar

Bu kisimda graflarin uygulandigi ¢ok sayida alandan
birkagini, teorinin pratikteki o6nemini ve kullanim
alanlarnin =~ ¢oklugunu  vurgulayabilmek  amaciyla
verecegiz.



Bu uygulamalar arasinda fen, sosyal ve saghk
bilimlerinden ¢ocuk oyunlarina, arz-talep problemlerinden
trafik akis planlamasina bir¢ok 6rnek yer almaktadir.

Kimyasal Graflar
Evrendeki tim maddelerin, atomlardan ve molekillerden
olustugunu biliyoruz.

Molekiiller, birbirine bagli gruplar halindeki atomlardan
olusan kimyasal bilesiklerin en kiiciik temel yapisidir.
Ornegin; bir madde olarak su (H20), iki hidrojen ve bir
oksijen atomunun belli bir diizende bir araya geldigi
molekiillerden olusur.
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* Benzer sekilde nitrojen (N,); 1ki azot atomundan; ozon
(O,), ti¢ oksijen atomundan;
tuz (NaCl), bir sodyum ve bir klor atomundan; glikoz

(C4H,,04) ise alt1 karbon, on iki hidrojen ve alt1 oksijen
atomundan olusan molekiillerin bir araya gelmis halidir.

Sekil 23: H,0, O,, NaCl, N, ve C;H,,0, molekiilleri



Dogal olarak atom ve molekiilleri ¢alismak her ne kadar
kimyanin ve fizigin konusu gibi goriinse de, tekstilden
elektronige, genetikten farmakolojiye, molekiiler diizeyde
calismalara ihtiya¢ duyulan tim alanlarda da oldukca
onemlidir.

Bir fabrika, tiretim silirecinde O0rnegin sogutmada ya da
1sitmada kullanmasi gereken bir kimyasal siviyr segmek
Isteyebilir.

Bir baska fabrika gelistirmeye ve pilyasaya silirmeye
hazirlandig1 bir ilag tiirii i¢in kullanacagi biitan (C,H,,)
1Izomerini belirlemek isteyebilir.

Izomerler, aym kimyasal formiile sahip, fakat atomlarinin
dizilisi farkli olan molekiillerdir. Ornegin biitan molekiild,
Sekil 24°de goriilen Ikl 1Izomere sahiptir:




Sekil 24: Biitan ve izobuitan izomerleri

C,H,, kimyasal formiiline sahip bu iki izomerden ilki
buitan, 1kincisi de izobutan olarak adlandirilir. Bu iki
dizilimi

CH; — CH,— CH,— CII, CH, — CH — CH,

I
CH,

Sekil 25: Biitan izomerleri
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olarak da ifade edebiliriz. Bu dizilimlerden ilkine diiz zincir
dizilimi: ikincisine de dallanmms zincir dizilimi adi
verilir.

Amaci ne olursa olsun cesitli molekiiller ya da ayni
molekiiliin i1zomerleri arasinda tercih yapmak, oldukca
masrafli, vakit alic1 ve 6zel cihazlar gerektiren bir siirectir.

Genelde bir laboratuar ortaminda oldukca pahali aletlerle
ve hata yapildiginda tekrar bastan baslanilmasini
gerektiren bu siirec nedeniyle bilim insanlar1 daha pratik
yontemler gelistirmeye ¢alismislardir.

Bunlar arasinda oldukca karmasik geometrik, elektrostatik
ve kuantum kimyasal yontemler ilk akla gelenlerdir.




Simdi Graf Teorinin nerede 1sln _ic_;ihe gifdigini anlamaya
calisalim.

Her bir molekiilii adina kimyasal (ya da molekiiler) graf
diyecegimiz bir graf ile gosterecegiz.

Bu grafin koseleri molekiildeki atomlara, kenarlar1 ise
atomlar arasindaki kimyasal baglara karsilik gelir, bkz.

CAl-21 2R
Molekiil Karsilik Gelen Graf
Su H-0O H-O-H B

H
Metan CH, H-(.;—H ._}_‘
H
HH Sekil 26: Bazi
. I I (X ]
Ban  Catly  H-C-C-11 ._}_%_. molekiiler graflar
H H

W
Etanol C,H.OH II—Cl‘-C'.‘—O—H
HH
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Molekiillerin bu sekilde graflarla gosterilmesi, ilk olarak

1864 yilinda Alexandre Crum Brown (1838-1922)
tarafindan kullanilmaya baslanmustar.

[zomerlerin varlig1 da Brown tarafindan kesfedilmistir.
Molekiillere kolayca eslenen bu graflar, ilk bakista basit
cizimler gibi gelebilir ve ise yaramayacagi diisiiniilebilir.
Fakat bu basit cizgilerin matematiksel yorumlanmasi,

bircok alanda zaman ve maliyeti ciddi derecede azalttig:
icin, her gecen giin popiiler hale gelmeye baslamstir.

Molekiiler karbon graflarinin en dikkat ¢ekici 6zelligi her
bir koseden c¢ikan kenar sayisinin  dortten fazla
olamayacagidir.
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Molekiiler graflar1 kullanmanin 6nemini vurgulayabilmek
icin asagidaki bilgileri hatirlayalim.

ABD’deki FDA kisaltmasina sahip Yiyecek ve Ilac
Yonetimi  Merkezi, yilda yaklasik 25 yeni ilacin
kaydedildigini ve yeni bir ilac1 gelistirmenin maliyetinin
ortalama 5 milyar dolar oldugunu agiklamastur.

Kutuplasma, simetri ve Van der Waals dagilim kuvveti gibi
teknik terimlere ¢ok girmeden bir 6rnek verelim.

Pentan izomerlerini diisiinelim. Bunlar Sekil 27°de goriilen
ve C:H,, formiiliine sahip alkanlardhr.

Bir ila¢ sirketinin tiretecegi ilag i¢in pentan kullanacagini
ve bu pentan maddesini kaynatmasi gerektigini diistinelim.



Ticari olarak en ekonomik secenegi tercih etmek
gerekecektir. Bu da bu 6rnekte kaynama sicaklig: en diisiik
olan izomerdir. Ciinkii kaynatma, enerji gerektiren bir
stirectir Ve kaynama derecesi yiikseldik¢e masraf artacaktir.

Sekil 27: Pentan izomerleri
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Peki pentan izomerlerinden hangisinin (ve genelde
kullanilmas1 gereken bir kimyasalin hangi 1zomerinin)
kullanim1 daha ekonomiktir?

Buna nasil karar verebiliriz?

Kimyacilara sorarsaniz uzun yillardir edindikleri bilgi
birikimi ve tecriibeyle size bir molekiilde dallanma arttikc¢a
0 molekiiliin daha diisiik sicaklikta kaynayacagini soylerler.
Ornegin; pentan 36 °C”de; izopentan (metilbiitan ya da 2-
metil biitan) 28 °C”de; neopentan (2,2-dimetilpropan) ise 9
°C”de kaynar.

Dolayisiyla eger bu tii¢ izomerden birini tercih etmek
gerekirse neopentanmi tercih etmenin daha akillica olacagi
asikardir.



Ancak izomer sayis1 arttikca bu i1s sadece gozle bakarak
yapilabilecek bir is olmaktan ¢ikar.

Ornegin; dekan (C,,H,,) igin 76 adet, triakontan (C,,H,)
icinse 4.111.846.763 adet izomer mevcuttur. Bunca
iIzomerden Dbir kac¢imi diiz bir zincire yakin olan
dizilislerinden dolayr eleyebilsek de geriye kalan
birgcogunun birbirine benzerligi nedeniyle hangisini tercih
etmemiz gerektigine karar veremeyiz.

Bunun kolay bir matematiksel c¢oziimii graf teori
yardimzryla verilebilir.

1947°de H. Wiener, alkan molekillerinin dallanmasini
matematiksel olarak belirleyecek bir say1 tanimlada.
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Wiener indeksi olarak adlandirilan bu say1 bir molekiilde
hidrojen atomlar1 disindaki tiim atomlar1 temsil eden
koseler arasindaki patikalarin uzunluklarinin toplami
olarak tanimlanir.

Ilgingtir ki bu sayi, molekiilin dallanmas1 ile ters
orantilidir. Yani dallanmanin en fazla oldugu molekiile
karsilik gelen grafin Wiener indeksi en kiigiik olacaktur.

Yukanida Ogrendiklerimizle birlestirdigimizde Wiener
Indeksinin en kii¢iik oldugu grafi bulmamizin, en diisiik
sicaklikta kaynayabilen izomeri bulmamizi saglayacagi
gorulir.

Sekil 28’de hidrojen atomlar ¢ikarilmis pentan izomerleri
gorilmektedir.



C-C-C-=C-0(C Pentan

[zopentan
—-C Neopentan

Sekil 28: Karbon graflar

Karbon atomlar1 disindaki atomlarin ¢ikarilmasiyla elde
edilen bu tiir graflara verilen molekiiliin karbon grafi

denir.

Karbon graflari, ileride gorecegimiz ve aga¢ adim
verecegimiz graf tiirliniin bir 6rnegidir.

Agac graflar ya da kisaca agaclar, graflarin en basit
ornekleridir.



Sezgisel olarak herhangi iki kosesi arasinda kenar ve
koselerden ayrilmadan dolasabildigimiz bir grafa baglantili
graf denilmektedir.

Bu iic hidrojeni c¢ikarilmis 1zomerin Wiener indeksleri
sirasiyla

4e]+3-2+23+14=20;
4e]1+4-2+2-3=18;
4 «]1+6+2=16
olarak hesaplanabilir. Bu da 1ila¢ firmasinin basit bir
matematiksel hesaplamayla pentan izomerlerinden en

diisik Wiener iIndeksine sahip olan neopen-tani tercih
etmesinin akillica olacagin1 gostermektedir.



Wiener indeksi disinda baska graf indekslerinin de varlig:
sO0z konusudur.

Tim bu indeksler, graflara karsilik gelen molekiillerin
degisik ozelliklerini elde etmemize yardime olurlar.

Bulmacalar

Asagida kisa kisa deginecegimiz bir¢cok bulmacanin
¢ozimii de Graf Teorideki kavramlar yardimiyla
bulunabilir.

Bunlardan en meshuru sayilabilecek olan Konigsberg
koprii problemini tanmitmistik.

Asagida graflar yardimiyla c¢oziilebilen diger birkag
bulmacay1 gorecegiz.



Sekiz Cember Problemi

Bu problemde |, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ve 8 rakamlarim1 Sekil
29’daki sekiz ¢gemberin i¢ine higbir say1 bir eksigi veya bir
fazlasiyla  bitistk  olmayacak  sekilde  yerlestirip
yerlestiremeyecegimiz sorulmaktadir.

S
SC

Sekil 29: Sekiz cember problemi

-

)
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Deneme yoluyla bu problemi ¢6zmek istersek tam 8! =
40320 deneme yapmamiz gerekir.

Bunun da ¢ok pratik bir ¢6ziim yolu olmadig: agiktir.

Dort Kiip Problemi

Bu bulmacanin amaci, acilimlar1 Sekil 30°da verilen ve
dort farkli renk (Kirmizi, Mavi, Sar1 ve Yesil) ile boyanmis
dort kiipi her bir taraftan bakildiginda dort rengi de
gorecek sekilde Sekil 31°deki gibi st diste dizip
dizemeyecegimizi belirlemektir.

K K
K{S|Y|M K|S|M|Y
K S
Sekil 30: Kup acilimlari
Y M
M[M|K|S Y|S|K|Y
Y S




Sekil 31: Dort Kiip
problemi

Bu problemin ¢6ziimii de dort kiipiin her bir rengi bir kose
kabul eden birer graf ile temsil edllme5|yle yap1lab111r

Hampton Court Labirenti

A

Sekil 32a: Hampton Court
labirenti
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Bu problemde 1700’Li yillarda Kral Sekizinci Henry’nin
sarayl olarak kullanilan Londra’daki Hampton Court’un
bahgesinde yer alan ve bir¢oklarina gore diinyadaki en
meshur labirent olan bir labirentten nasil ¢ikilabilecegine
yonelik bir yontem gelistirmemiz istenmektedir, bkz. Sekil
32a.

Bunu yapmanin yolu da labirentin Sekil 32b’de A’dan L’ye

harfler ile isaretlenmis gecis noktalarini birer kose kabul
eden bir graf ¢izmektir.

Sekil 32b: Hampton Court
labirentinin ¢cozumii




Sosyal Olaylar
Alt1 Kisilik Parti

Bu problemde alt1 kisilik herhangi bir toplantida ya hepsi
birbirini taniyan ii¢ kisinin, ya da higbiri diger ikisini
tanimayan ii¢  kisinin  bulunup  bulunamayacagi
sorulmaktadir.

Bu problem de 6 kisiyi birer kose olarak temsil ettigimiz
graflar yardimiyla ¢oziilebilir.

Evlenecek Ciftler Problemi

Ornegin 3 erkek ve 5 kizdan olusan bir grupta her bir erkek
5 kizdan birini veya birkac¢ini tanisin.

Bu 3 erkegin tamdiklar1 3 kizla evlenmesi hangi sartlar
altinda mimkiindiir? Bu problem de graflardan
faydalanarak modellenebilir ve ¢oziilebilirdir.



Tesisat Problemi

Sekil 11°’de ¢ evi elektrik, su ve dogalgaz sebekelerine
baglantilar  birbirini  kesmeyecek sckilde baglamak
istedigimizde olusan durumun grafla gésterimi verilmisti.

Bu ornek ev ve tesisat sayisi1 degistirilerek ya da farkl
kavramlar alinarak daha karmasik hale getirilebilir.

Sekil 10°da bu problemin graf gosteriminin oldukca farkh
duran bir halini gérmiistiik.

Sevgi Baglar:

Ali; Leyla, Fatma ve Nejla’dan; Hasan; Nejla ve
Leyla’dan; Fatma da Hasan’dan hoslanmaktadir.

Bu iliskileri bir arada gostermenin yolu bir graf ¢izmektir.
Sevgi bazen tek tarafli, bazen karsilikli oldugundan bu graf
bir yonlii graf olacaktir.



Asagida goOrecegimiz ii¢ problem, hem zaman hem de
ekonomi agisindan 6nemli olaylar1 modellemektedir:

En Kisa Yol Problemi

Sekil 33’de verilen krokiyi ele alalim. Bu krokide harfler,
A ve M sechirleri arasindaki kasabalari, sayilar ise
aralardaki uzakliklar1 gostermektedir. A sehrinden M
sehrine gitmek isteyen birinin kullanacag: en kisa yolu
bulmak isteyelim.

Sekil 33: En kisa
yol problemi




Koseler ve her birisine bir say1 atanmis kenarlardan olusan
bu krokinin aslinda bir graf olusturduguna dikkat ediniz.
Baz1 olaylar1 6rneklemede bu tir graflar 6nemli yer
tutmaktadar.

Bir G = (V, E) grafi verildiginde eger E kiimesindeki her
bir kenara bir reel say1 atayan bir

w:E—R

fonksiyonu varsa G grafina agirhkh graf ad: verilir. Kenarlara
atanan her bir sayiya 0 kenarin agirhg denilir.

Bu tiir problemlerde aranan yolu bulmanin cesitli
yontemler1 vardir.

Ornegin; soldan saga hareket ederek her bir V kosesine
kadar olan mesafeyi giderek artan sayilarla isaretlersek
asama asama A’dan M sehrine giden en kisa Yyolu
bulabiliriz.



P

Aranan cevap ACDGFIIJM vyoludur ve 37 birim
uzunlugundadir.

Agirhikhh graflara yer vermeyecegimizden dolayr bu tiir
problemlerin detayli incelemesini de yapmayacagiz.

Merak edenler kaynaklardaki kitaplara goz atabilirler.

Agirlikli graf kavrami, aym sekilde grafimsilar ya da yonlii
graflar i¢in de tanimlanabilir.

Cinli Postaci Problemi

En kisa yol probleminin biraz farkli bir versiyonu Cinli bir
matematik¢i olan Mei-Ku Kwan tarafindan ortaya atilan
Cinli postac1 problemidir.

Bu problemde bir postaci belli sayida cadde iizerindeki
evlere posta dagitmakta ve dogal olarak bunu en az
yurimeyle yapmak istemektedir.



Ornegin A noktasindan baslayarak Sekil 34’deki tiim
caddeleri ziyaret ederek yine A noktasina donmek isteyen
bir postacinin 4’da baslayip A4’da biten kapali bir yol
bulmasi gerekir.

Tabil en kisa yolu se¢mek i¢in bir yontem gelistirmesi de
gerekir. Bunu yapmanin yolu da agirlikl: graflardr.

A B !
. 6 () .

10
Sekil 34: Cinli postaci

problemi




Bu tiir problemlerin ¢6ziimiinde Euler tarafindan bulunan
baz1 algoritmalar oldukc¢a kullanishdir. Burada postacinin
gidecegi en kisa yol 148 birimdir.

Bu tiir problemleri kisaca 5. Boliimde ele alacagiz.

Konuyu detayli anlamak isteyenler kitabin sonundaki
kaynaklara bakabilirler.

Dagitici1 Problemi

Bu problemde ise bir {iriin dagiticisinin bir depodan aldig:
mallar1 c¢esitli bayilere dagittiktan sonra depoya geri
donmesi durumu ele alinmaktadir.

Ornek olarak Sekil 35°de X deposundan hareket eden bir
dagitici Y, Z, T ve U bayilerine dagitim yaparak X
deposuna geri donmek istiyor.



4 12

U Y
14 10
" Sekil 35: Dagitici
e problemi

Ustteki problemlerden farkli olarak burada énemli olan
X'den ¢ikip Y, Z, T ve U noktalarima ugrayarak X:e
donmektir ve gecilen yollarin dnemi yoktur.

Burada aranan cevap XUZYTX kapal1 yoludur ve toplam 52
birimdir.

Son ¢ oOrnekteki problemler, her ne kadar birbirine
benzese de ii¢iiniin de oldukca farkli olduguna ve aranan

yollarin Ozelliklerinin de ciddi farkliliklar gosterdigine
dikkat ediniz.




Ovyunlar

Domino oyununu hemen hemen hepiniz bilirsiniz, bkz.
Sekil 36.

Sekil 36: Domino oyunu



Her biri iki b6lmeden olusan ve tizerlerinde 0 — 0, 0 — 1,
0—2,0—3,0—4,0—50—6,1—1,1—2,2¢5
— 5,5 — 6 ve 6 — 6 sayi Ikilileri isaretlenmis 28 adet
domino tasiyla oynanan iki kisilik popiiler bir oyundur.
Oyun, baslangicta yediser tasa sahip Iki oyuncunun
rakiplerindeki taslar1 tahmin edip akilda tutmaya c¢alisarak
ve sirastyla hamle yaparak elindeki taslar1 bitirmeye
calismasini amaclar.

Elinde hamle yapacak tas olmayan oyuncu, uygun tasi
bulana kadar ortadaki taslardan almak zorundadir ki bu da
taglar1 bir an 6nce bitirmek amacladigindan dezavantajh bir
durumdur.




Siras1 gelen oyuncu, o ana kadar siralanmis domino
taglarmin 1ki ucundaki sayilardan en az birine sahipse
bdyle bir tas1 uygun uca yerlestirir ve sira diger oyuncuya
gecer.

Sekil 37°de tamamlanmis bir domino oyunu goriilmektedir.

Sekil 37:

Tamamlanmus bir
domino oyunu




Peki domino oyununun Graf_"l'_e'o_r_i ile n'e“g'_ibi bir iligkisi
bulunabilir?
Asagidaki tam grafi diistinelim, bkz. Sekil 38:

Sekil 38: K, tam grafi

7 bir tek say1 oldugundan K-, bir Euler grafidir. K, nin,
koselerini Sekil 137°deki gibi O, I, 2, 3, 4, 5 ve 6 ile
etiketleyelim.



Cizilebilecek cok sayida Euler devresinden birisi 12, 23,

34, 45, 56, 60, 02, 24, 46, 61, 13, 35, 50, 03, 36, ,62, 25,
51, 14, 40, 01 seklindedir. Bunlarin her birisini birer
domino tasina karsi getirelim.
Bu durumda yukaridaki dizilis Sekil 136’daki Euler
devresini verecektir. 3-3, 4-4 gibi ¢ift taglar1 da uygun
yerlere yerlestirerek Sekil 138’deki Euler devresini elde
ederiz: |

Sekil 39: Ciftler de

kullanilarak tamamlanmis
bir domino oyunu




Hamilton Graflari ve Ath tur problemi

Euler graflarindaki tim kenarlar: tam birer kez gegen bir
kapal1 1z bulma problemini tim kdselerden birer kez
gecen Dir devir bulma ile degistirirsek cok degisik
alanlarda uygulamalar1 olan bir graf tiirii ile karsilasiriz:
Hamilton graflar:.

Hamilton graflar1 ismini, Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865) tarafindan Icat edilmis olan bir oyundan
almustur.

Cebir alaninda bir cok kavram ve sonuc tretmis olan
Hamilton’un bu oyunun Graf Teorik baglantis1 hari¢ Graf
Teoriyle fazla ilgisi olmamustir.

Adi Diizgiin Oniki Yiizlii Oyunu olan bu oyun, tahtadan
bir dlizgiin onikKl yiizlii iizerinde oynaniyordu.

Diizglin oniki ylzliiniin onceki bolimde ele aldigimiz
Platonik cisimlerden biri oldugunu hatirlayimiz, bkz Sekil
19 ve Sekil 20.
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Diizgiin oniki yiizliiniin yirmi kosesinde cakili olan yirmi

civinin her biri Diinya {izerindeki yirmi bagkentten birisini
temsil ediyordu.
Oyunun amac1 bir telin ucunu bir ¢iviye baglayip komsu
civilerden (sehirlerden) birisine gecerek tiim yirmi sehri
dolasmak ve baslanilan sehre geri donmek, bir baska deyisle
bir orta boy bir diinya turu atmak idi.

Bu da Graf Teori dilinde yirmi koseli bir grafta herhangi bir
koseden baslayip her bir koseden birer kez gecip baslanilan
koseye geri donmek seklinde iIfade edilebilir.

Hamilton icat ettigi oyunu 1859 yilinda bugiin hala oyuncak
tireten J. Jacques ve Ogullar1 adlr firmaya satt1 ve patentini

aldi, ama oyun beklenen ilgiyl géormedi ve satiglar1 diisiik
oldu.



Sekil 40: Hamilton’un
Diizgun Oniki Yuzla
Oyunu

Tabil ki Hamilton i¢in oyunun altindaki matematiksel
gizem paradan daha énemliydi.

Yukarida bahsedilen 6zellikteki bir devir bulunabilir
miydi? Bulunabilirse, boyle bir devir kac farkli sekilde
elde edilebilirdi? Dogal olarak oyunun satilabilmesi i¢in
en az bir ¢oziimiiniin olmasi gerekirdi.



» Cozillemeyecegini bildigi bir oyunu Kkimse almazdi.
Aslinda bu oyunun ¢ok sayida ¢6ziimii mevcuttu.

Omegin baslangic koseleri olarak CDMLK kose dizisi
secilirse boyle bir devre iki farkli sekilde olusturulabilir:

CDMLKFGHJVTSNPQRWXZBC
CDMLKFGBZQRWXHJVTSNPC

Siz de HIVTL ve MNPQR kose dizileri ile baslayan kacar
tane devre bulundugunu arastiriniz.

Artik Hamilton graflarin1 tanimlayabilecek asamaya geldik.
Euler graflarina benzer sekilde hangi graflarda tiim koseleri
birer kez bulunduran kapal1 bir yolun mevcut olabilecegini
sordugumuzu hatirlayalim.

Bir G grafinda her bir kdseden gecen bir patikaya bir
Hamilton patikasi denilir.
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> G en az lic koseli bir graf ise G’deki tiim koselerden birer
kez gecen bir devire Hamilton devri denilir.

Bir Hamilton devri bulunduran bir grafa da Hamilton grafi
ad1 vertilir.

Tanimda dikkat edilecek bazi noktalar1 vurgulayalim. Ilk
olarak Hamilton graflarinin baglantili olmasi gerektigine

dikkat ediniz.

Euler graflarinin en genel taniminda izole noktalara da
miisaade edildigini ve dolayisiyla Euler graflarinin
baglantisiz olabilecegini hatirlayiniz.

Ancak uygulamada kullanilan Euler graflarinin baglantil
oldugunu da vurgulamak gerekir. Ayrica bir Hamilton devri
tiim koselerden birer kez gegebileceginden tiim kenarlardan
da en ¢ok birer kez gececektir.




e

Yani Hamilton graflarinda hem tiim koéselerden hem de
tim kenarlardan birer kez gecilebilir. Sekil 41°daki ilk
graf bir Hamilton grafidir. Bu graftaki bir Hamilton devri
vlv2v3vavove’dir. | v,

Sekil 41

Bu boliimii Hamilton graflarin en 1yi bilinen ve eglenceli
uygulamalarindan birisiyle tamamlayalim.

Normal boyda bir satran¢ tahtasim1 diisiinelim. Bir at
herhangi bir yone dogru 2 kare gittikten sonra bu yone dik
olarak bir adim daha atmaktadhr.



e

Yiizyillardir sorulan bir problem de tam olarak atin
hareketleriyle ilgilidir.

Tam olarak ifade etmek gerekirse adina “Atli Tur” da
denilen bu meshur problemde bir satran¢ atinin, satrang
tahtasinin herhangi bir karesinden baslayarak klasik at
hamleleriyle satran¢ tahtasindaki tiim karelere birer kez
ugraylp  basladign  kareye donlip  dOonemeyecegi
sorulmaktadir.

Bu problemi ¢6zmek icin satran¢ tahtasindaki 64 kareyi
koseleri olarak kabul eden bir graf diisiinelim.

Boyle bir grafta iki kosenin komsu olmasi icin bu
koselerden birisinden digerine, atin L harfi seklindeki bir
hamlesiyle ulasabilmemiz gereKir.

Dolayisiyla sorulan problem aslinda “64 koseli bir grafta
bir Hamilton devri bulabilir miyiz?”” problemine doniisiir.



—— ____T-—/
"~ Tabii atin her hamledeki secenekleri bulundugu karenin
yerine bagli olarak 2 ile 8 arasinda degismektedir.

Bu problemin c¢ok sayida ¢Oziimii mevcuttur ve bunlardan

birisi Sekil 42’de hamlelerin 1’den 64’¢ kadar olan
tamsayilarla gosterildigi diyagramla verilmistir:

Sekil 42: Ath tur



Bu 6rnekteki karenin biiyiilii bir kare oldugu agiktir ve her
bir siranin elemanlarinin toplami 260°dr.

Tabil akla 8x8 satran¢ karesi yerine baska boyutlarda
tahtalarin alinmasi durumunda bu problemin yine bir
¢Ozlimiinlin olup olmayacag1 sorusu gelecektir. Bu
konudaki bilinen en genel sonu¢ n tek tken n x n
boyutundaki  bir tahtada bir Hamilton devri
bulunamayacagini belirtir.

Benzer sekilde 4x4 boyutlu bir karede de bu problemin
¢Oziiminiin olmadiginm gorebilirsiniz.



PROF. DR. ABDURRAHMAN GUZEL
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GRAF TEORISIYLE
TURKCENIN OGRETIMIi

Tiurkcenin o0gretimi 1¢in, diinyanin bir¢ok iilkesinde ve
Tirk dinyasinda; sozliik, gramer ve Tiirk¢enin pratigini
ogretmeye yonelik el kitaplar1 yazilmastur.

Bu eserlerin cogunda geleneksel yontemler kullanilmastur.

Ancak 1970’1li yillarin basinda “Tiirkcenin Ogretimi”
konusunda Cekoslovakya’da, giliniimiize bilindik
calismalardan tamamen farkli, yeni Dbir calisma
yapilmastir.

Bu calisma, Dr. Ludek Hrebicek’in yaptig1 bir Doktora
Tezi’dir.



P

Hrebicek tezinde, geleneksel gramer 6gretim kurallarim
bir yana birakarak, diinyada Graf Teorisi olarak bilinen
alan1 kullanarak yeni bir metod gelistirmis ve bunu
Tiirkce Dil Bilgisi 68retimine uygulamastur.

Bu eser, ilk 6nce Cekce yazilmis, sonra Ingilizceye ve
sonrasinda da Tiirk¢eye ¢cevrilmistir.

Bu nedenle hazirlanis ve ceviri doneminde bazi
terminolojik sikintilar yasanmustir.

Bundan dolay1, Tiirk¢esi yazildiktan sonra tekrar yazara
gonderilerek oluru ve izni alinmis, hizmete sunulmustur.
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Dr. Ludek Hrebicek in bu c¢alismasi, Cekoslovak Bilimler
Akademisi Dogu Dilleri Bilimleri Enstitiisiinde, “Dogu
Dillerinin S6z Varlig1 Incelemesi” programi cergevesinde
bir doktora tezi olarak yapilmustir.

Tabiatiyla eser, bilimsel bir nitelige sahiptir.

Dr. Hrebicek, Graf Teorisi kapsaminda eserini
hazirlarken, bu konudaki zorluklari, cefayi, sabr1 ve
bilimsel titizligi kendisi ile birlikte gdgiisleyen
meslektaslarina ve ayni zamanda kitabin miisveddelerini
okuyan ve bazi bilimsel hatirlatmalarda bulunan Prof. Dr.
Petracek’e, Graf Teori alaninda uzman olan ve tezin
hazirlanmasinda kuramsal bir hataya diismemesi icin
ozveri Ile yardimlarimi esirgemeyen Dr. Prokop a
tesekkiirlerini sunmustur.
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Bu eseri, kitabr olusturan Prof. Dr. Abdurrahman
GUZEL, Cek Cumhuriyetine 1996 yilinda yaptig1 bir
zZlyaret esnasinda elde etmistir.

Eser, Hrebicek tarafindan “Graf Teorisi ile Aciklamali
Tiirkcenin  Ogretimi® adi ile doktora tezi olarak
hazirlanmastir.

Prof. Dr. Giizel, Dr. Hrebicek’den, Tiirkiye’de bu eserin
terciime edilip basilmasi1 konusunda izin almis ve 15 yil
siren zorlu bir ceviri-inceleme sonucunda bu kitabin
ortaya ¢cikmasini saglamistir.



Biz de Cek Cumhuriyetinden bir muhterem Tiirkolog
Bilim adaminmin, boylesi bir diisiince ile Tiirkiye
Tiirkcesi iizerine bu calismayr yapmis olmasindan
dolayi, kendisine tesekkiir ve takdirlerimizi
sunuyoruz.

Ayrica boyle bir eserden bizi haberdar ederek, bu
kitabin olusmasi saglayan Prof. Dr. Abdurrahman
hocamiza da ayrica tesekkiir ediyoruz.
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